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講義内容

• データマイニングとは？ー概論ー

• グラフ同型・部分グラフ判定の原理

• 頻出部分グラフマイニングの原理と応用

• グラフ検索の原理と応用

• 統計的因果推論の原理と応用
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背景
• 世の中にネットワークや木、系列など構造を
持つデータが沢山蓄積されている。

• 蓄積されたデータから特定の構造を持つもの
を検索したり、特徴的部分構造を見つけたい。

• 多くの構造はグラフで表すことができるので、
ここではグラフを扱う。
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グラフとは？

グラフ G(V,E)
• 頂点集合 V
• 辺集合 E⊆V×V
辺に向きがあるとき有向グラフ

辺に向きがないとき無向グラフ

レベル付きグラフ G(V,E,L,ℓ)
• ラベリング関数ℓ:{V,E}→L
右の例 L={H,C,O, ‐, =}
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グラフ同型
２つのグラフ G1(V1,E1,ℓ1,L1), G2(V2,E2,ℓ2,L2) 
全単射 f:V1←→ V2

s.t. {va,vb}∈E1⇔{f(va),f(vb)}∈E2, ℓ1 (v)=ℓ2(f(v))
が存在するとき、G1とG2は同形であるという。

同形

f(a) = 1
f(b) = 6
f(c) = 8
f(d) = 3
f(g) = 5
f(h) = 2
f(i) = 4
f(j) = 7
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グラフ同型判定問題

• ２つのグラフ G1(V1,E1), G2(V2,E2) が与えられた
とき、これらが同形か否かを判定する問題。

• 問題の計算複雑性：NP問題に含まれるが、も
しP≠NPならばPとNP完全のどちらに属するか
は未解明。

NP

NP-complete

P

Graph
isomorphism

If P  NP
?
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部分グラフ同型
２つのグラフ G1(V1,E1,ℓ1,L1), G2(V2,E2,ℓ2,L2) 
単射 f:V1→ V2

s.t. {va,vb}∈E1⇒{f(va),f(vb)}∈E2, ℓ1 (v)=ℓ2(f(v))
が存在するとき、G1はG2と部分グラフ同型である。

部分
同形

f(a) = 1
f(b) = 6
f(c) = 8
f(d) = 3
f(h) = 2
f(i) = 4
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部分グラフ同型は、NP‐completeであることが分かっている。

（部分）グラフ同型判定アルゴリズム
• (Ullmann 1976)

G1(V1,E1,ℓ1,L1) G2(V2,E2,ℓ2,L2) 
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01011000
10100100
01010010
10100001
10000101
01001010
00100101
00011010
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隣接行列
For all i,j∈V1,
{i,j]∈E1⇔A1(i,j)=1

隣接行列
For all i,j∈V2,
{i,j]∈E2⇔A2(i,j)=1





























00010000
10000000
01000000
00000001
00000100
00001000

P

TT PPAA 21  となる置換行列Pを探す。

Pが存在すれば（部分）グラフ同形。 8
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• (Ullmann 1976)（つづき）

（部分）グラフ同型判定アルゴリズム

一定の約束事（行や列の順列など）
で重複なく置換行列Pを生成する。

最後まで
が成立しないなら
戻る。

TT PPAA 21 

P0

P1

P2 Pk

Pg
が成立

するPが見つかれ
ば（部分）同形

TT PPAA 21 隣接頂点の辺数が異なる
など の可能性
がないなら枝刈り。

TT PPAA 21 
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グラフ同型判定アルゴリズム
• SD  (Schmidt & Druffel 1976)

G1(V1,E1,ℓ1,L1)

(i,j)要素は
頂点iと頂点jの
最短エッジ距離

(i,j)要素は頂点i
からエッジ距離j
にある頂点数

(i,j)要素は頂点i
までエッジ距離j
にある頂点数

有向グラフの場合

RCM

CCM

10

グラフ同型判定アルゴリズム
• SD  (Schmidt & Druffel 1976)（つづき）
前記RCM,CCM両方の行が完全に同じで区別できない頂点同士
にグループ化.。

G1(V1,E1,ℓ1,L1) G2(V2,E2,ℓ2,L2) 

1
2
6
3
5
4

6
1
5
2
4
3

区別できない頂点同士のみ照合してグラフが同形か否かを調べる。
照合回数は6!=720回から2×2=4回に削減。
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（部分）グラフ同型判定アルゴリズム
• VF2 (Foggia et al. 2001)

G1(V1,E1,ℓ1,L1) G2(V2,E2,ℓ2,L2) 

探索ステップsの
マッチング：M(s)

T1out(s): M(s)内の頂点から
指されている頂点

T1in(s): M(s)内の頂点を指
さしている頂点

T2out(s): M(s)内の頂点から
指されている頂点

T2in(s): M(s)内の頂点を指
さしている頂点

次のマッチング候補 P(s)=T1out(s)×min T2out(s) or T1in(s)×min T2in(s)
or (V1‐M1 (s))×min(V2‐M2 (s))  (minは頂点ラベルなど辞書順で最小)

M2(s)

M1(s)

P(s)={(2,1),
(3,1),
(5,1),
(6,1)}
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（部分）グラフ同型判定アルゴリズム
• VF2 (Foggia et al. 2001) （つづき）

F(s,(i,j)): P(s)から更に可能性のある対応(i,j)を選ぶ関数

– (i,j)∈P(S)のiとM1(s)内頂点との辺，jとM2(s)内頂点と
の辺が一致するかを確認。

– (i,j)∈P(S)のiのラベルとjのラベルが一致するかを確
認。

– T1out(s)とT2out(s), T1in(s)とT2in(s)，V1‐M1 (s)とV2‐M2 (s)に
含まれる頂点数が一致する（或いは以下）か確認。

選ばれた対応(i,j)をM(s)に含める。

新たなM(s)で（部分）同形対応が取れるかを確認。

対応が取れないならP(s)とF(s,(i,j))の計算を繰り返す。
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グラフ同型判定アルゴリズム
• Naughty (McKay 1981)

– グラフ同士を直接比較するのではなく、各グラフ
のカノニカルラベルを比較する。

– カノニカルラベル：１つのグラフに一意に対応する。

カノニカルラベルが同じならグラフは同型





















0001
1000
1000
0110

1A

隣接行列
１を最大限
右上に集める。

隣接行列が
一意に決まる。

カノニカルラベル





















0001
1000
1000
0110

2A

同じ

ただし、行列の置換変換でカノニカルラベルを探すのは計算が大変。14

グラフ同型判定アルゴリズム
• Naughty (McKay 1981) （つづき）









 1001

1324頂点番号

昇順の頂点特徴インデックス
（度数）









 1001

1324








 1001

1234









 2101

1324
昇順の頂点特徴インデックス
（度数に頂点ラベル情報を加味）

カノニカルラベルの構成を保証する規則に従って、
逐次的に識別情報を加えてカノニカルラベルを構成。

他グラフについても同様にカノニカルラベルを構成。

両者を比較して同型性判定
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（部分）グラフ同型判定アルゴリズムの比較

• Ullmann, SD, VF, VF2, Naughty の５つのアルゴリズム
を人工データで比較 (Foggia et al. 2001)
– 実装：C++, Intel Celeron 500 Mhz PC, 128 MB RAM
– データ：ランダム連結グラフ，辺存在確率0.05

1000ペアグラフの平均判定時間を計算

グラフの頂点数

計
算

時
間

（
秒

）
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（部分）グラフ同型判定アルゴリズムの比較

– データ：非正規平面グラフ，非正規辺存在確率0.4
1000ペアグラフの平均判定時間を計算

グラフの頂点数

計
算

時
間

（
秒

）
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（部分）グラフ同型判定アルゴリズムの比較

– データ：Bounded Valenceグラフ，頂点度数6
1000ペアグラフの平均判定時間を計算

グラフの頂点数

計
算

時
間

（
秒

）
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グラフ・部分グラフ同型判定：まとめ

• 以下の２つの原理が用いられる。

– グラフの各部分を特徴づける量を比較しながら、
マッチング探索空間を絞り込み同形性判定を行う
方法

– 各グラフと一意に対応するカノニカルラベルを計算
し、それらを比較して同型性判定を行う方法

• どちら方法も同程度の効率を持つ。

• 現状ではVF2（前者の方法）とNaughty（後者の
方法）の効率が拮抗している。

19


